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Abstract— Presentamos en esta contribucién una
técnica novedosa para acelerar la convergencia de
series que aparecen con frecuencia en la resolucién
de problemas electromagnéticos. La técnica esta
basada en la aplicacién recursiva de la integracién
por partes a secuencias discretas. Se demuestra que
la técnica mejora grandemente las propiedades de
convergencia de las series tratadas, y cémo real-
izando unas pocas operaciones algebraicas pueden
conseguirse errores relativos muy pequeiios. En la
contribucién la técnica nueva se aplica con éxito al
calculo eficiente de la funcién de Green en una guia
de placas paralelas

I. INTRODUCCION

En muchos problemas electromagnéticos, las
cantidades importantes del problema (campo eléc-
trico y magnético, y potenciales auxiliares) se ex-
presan en funcién de series infinitas que convergen
muy lentamente. Este caso se produce, por ejem-
plo, cuando se analizan circuitos apantallados [1],
antenas de cavidad [2], o incluso cristales fotonicos
[3]-

En estos problemas, la necesidad de evaluar
numéricamente éstas sumas infinitas de lenta con-
vergencia impide la creacién de algoritmos efi-
cientes para el anilisis de las estructuras asociadas.
Con el fin de solventar esta dificultad, varias técni-
cas numéricas de aceleracién de convergencia han
sido desarrolladas en el pasado [4].

A pesar de estos esfuerzos, el uso de éstas téc-
nicas de forma fiable no es facil, y siempre pueden
encontrarse situaciones donde los algoritmos desar-
rollados no consiguen el pretendido efecto de acel-
eracion de convergencia. En la presente contribu-
cién presentamos un nuevo algoritmo eficaz para
acelerar la convergencia numérica de series.

II. TEORIA

En muchos problemas electromagnéticos que
tratan circuitos multicapa encapsulados, las fun-
ciones de Green para los campos y potenciales aux-
iliares pueden formularse como series infinitas de
convergencia lenta, y que tienen la siguiente es-
tructura

n=0

donde G,, representa la funcién de Green espec-
tral, y normalmente es una funcién que varia lenta-
mente, y f, es una funcion de carécter sinusoidal
con rapidas variaciones (tipicamente un seno o un
€OSeno).

Para empezar con la formulacién, vamos a
definir sumas parciales y restos de la suma orig-
inal

N-1 [e's}
SN—I = Z én fn; Ry = Z én fn: (23)
n=0 n=N

Soo = SN—I + RN: (2b)

puesto que las sumas parciales Sy_, estan aco-
tadas, debemos prestar atencién solo al célculo del
resto Ry. Entonces aplicamos simples transforma-
ciones algebraicas a dicho resto, lo que nos permite
escribir:

n=N n=N
i (én-i-l - én) i T 3)
n=N k=nt+1

Fijarse ahora que la nueva expresién solo con-
tiene diferencias de la funcién G,, y sumas par-
ciales del término sinusoidal f,. Vamos ahora a
realizar la siguiente redefinicién para las funciones

suma y diferencia anteriores:

GO =Cny GEV=GY, GO, (4a)
1 =fay £ =30 R, (4b)
k=n+1
con lo que la ecuacion (3) se convierte en:
Ro= 30 GO 0 =GO £ 4 3 G g0,
n=N n=N

(5)

La idea es conseguir evaluar las sumas parciales
de f, (ecuacion (4b)) de forma analitica. Ademés
el término que queda debe presentar buena con-
vergencia, puesto que estd formado por diferen-
cias sucesivas de una funcién que varia lentamente



(ecuacion (4a)). Estas dos consideraciones mues-
tran el gran interés del algoritmo desarrollado.
Ahora aplicamos el mismo procedimiento al dl-
timo termino de la ec. (5). Cuando repetimos el
procedimiento un namero N de veces, obtenemos

Re= 3260 /0 =360 10, )
n=N i=1

donde hemos definido las sumas sucesivas de f,,

y las diferencias sucesivas de G, de la siguiente
manera.:

GO =G, GV =G -GL),  (7a)
FO = fuy £ =3 00, (7b)
k=n+1

Es interesante darse cuenta que las diferencias
sucesivas égf“ pueden ser vistas como la imple-
mentacién de una derivada numérica, mientras que
las sumas sucesivas f7(l+i) como la implementacién
de una integral numérica. Asi es facil ver que la
expresion (6) puede obtenerse aplicando iterativa-
mente el proceso de integracién por partes en el
resto original definido en (2).

I1I. EJEMPLO MATEMATICO

Para ilustrar el comportamiento numeérico de la
nueva técnica, vamos ahora a mostrar cémo puede
ser aplicada a la suma de la siguiente serie sinu-
soidal

o0 .
Soozzsm(nx) = 77—:1:’ 0<z<27m (8)
n=1 n 2
Aunque esta serie tiene solucién analitica, si la
intentamos sumar numéricamente por un proced-
imiento directo, nos daremos cuenta que converge
muy lentamente, y se obtienen errores por encima
del 1%, incluso después de sumar 100 términos.
Vamos ahora a aplicar la transformaciéon de la
suma por partes dada en la ecuacion (6), para ver
c6mo se comporta la convergencia en este caso. En
primer lugar, si identificamos (8) con (1), obten-
emos las siguientes relaciones

Gn =G0 = %, fn=fO =sin(nz). (9)

Si consideramos un Gnico término corrector en la
ecuacion (6) (i = 1), entonces el resto puede es-
cribirse

> sin(n z)
Bv=2 =0

n=N

(+1)

~ GO Y (10

y la Gnica dificultad radica, ahora, en la evaluaciéon

de la suma sucesiva dada por f,E,H). Sin embargo

para la funcion seno dada en (9), podemos aplicar

la férmula de la serie geométrica para obtener f4-
cilmente

fr(LH) _ Z flgo) —

k=n+1
o0 cos|(n+1/2)z
kglsin(kx) = Ln—(wm] (11)

Con la anterior aproximacion para el resto (Ry),
hemos evaluado la serie en (8), afiadiendo la cor-
respondiente suma parcial (Seo = Sy_1 + Rx), ¥
hemos finalmente representado el error relativo en
funcién del orden tomado para el resto (V). La
Fig. 1 presenta los resultados obtenidos (linea con-
tinua), mostrando una mejora considerable en la
convergencia, puesto que se obtienen facilmente er-
rores relativos entorno al 0.1%, cuando el orden del
resto es de solo (N = 25).
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Fig. 1. Error relativo para la serie en ecuacion (8), cuando
se toma como parametro los términos correctores de la
suma por partes, y en funcién del orden del resto (V).
Para este calculo hemos tomado = = 2.

El siguiente paso puede ser anadir otro término
corrector al resto de la serie. En este caso debemos
calcular

oo .
sin(n x ~ .l
Ry= 30 B0 G0 ) L G )
n=N
(12)

El célculo de la funcion diferencia C:’E(l) a través
de la ecuacién (7a) es muy simple, puesto que los
valores de G,, son conocidos, y por lo tanto una
simple resta basta para efectuar este calculo (ver
las relaciones (9)). Con respecto a las sumas 2,
pueden obtenerse nuevamente en forma analitica
usando la férmula para la serie geométrica. En-
tonces obtenemos

sin [(n +1) w]

(42) _ N ()
" Z L 4 sin®(z/2)

k=n+1

(13)



La Fig. 1 muestra el error relativo para este caso
en linea discontinua, nuevamente en funcién del
orden del resto (N). El resultado muestra una
mejora considerable en la convergencia, y ahora er-
rores relativos del orden de 0.01% se obtienen para
N = 25.

El mismo procedimiento puede ahora gener-
alizarse para un nimero arbitrario de términos cor-
rectores. Para ello, las ecuaciones (11,13) pueden
extenderse para expresar las sumas sucesivas en un
caso general de la siguiente forma

1
cos (z—l)g [n+z§] x

10 =

o (14)

2 [sin(x/Z)] w

Usando esta expresiéon analitica, hemos calcu-
lado los errores relativos para la serie cuando se
usan términos correctores de mayor orden. La
Fig. 1 presenta los resultados obtenidos. Como
se aprecia, hay una mejora en la convergencia
numérica para cada nuevo término corrector em-
pleado. Por ejemplo, cuando usamos seis términos,
se consigue una precision numérica de 1078%, para
un orden del resto de solo N = 25.

Como ultimo estudio de convergencia, hemos
calculado el error relativo para la misma serie, pero
en funcién del nimero de términos correctores, y
tomando el orden del resto (N) como parametro.
La Fig. 2 presenta los resultados obtenidos, indi-
cando nuevamente una mejora considerable en la
convergencia numérica de la serie. Por ejemplo,
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Fig. 2. Error relativo para la serie de la ecuacion (8), en

funcién del niimero de términos correctores, y tomando
el orden del resto como pardmetro. Para este calculo
hemos tomado z = 2.

los resultados demuestran que puede obtenerse una
precisién de 1078% tomando seis términos correc-
tores (i = 6), y con solo 25 elementos de la serie
original.

IV. APLICACION ELECTROMAGNETICA

La técnica que hemos desarrollado puede usarse
para la evaluacion eficiente de series que converjan
lentamente. Un ejemplo tipico lo tenemos con la
funcién de Green asociada a una guia de placas
paralelas Fig. 3.

Tal y como muestra la Fig. 3, el anélisis de esta
estructura puede realizarse de dos formas difer-
entes. Usando el punto de vista en guia onda, la
direccién de propagacién z es paralela a las pla-
cas, y el campo se expande en una serie infinita de
modos guiados (Fig. 3a). En este caso, la expan-
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Fig. 3. Guia onda de placas paralelas estudiada. (a) Punto
de vista en guia onda. (b) Punto de vista de medio
multicapa (Sommerfeld).

sién en una suma de modos discretos da para el
potencial escalar eléctrico [5]

Ameo GI™(p) = (15)
2 . oo
% Hé2)(p k,) sin(k, z) sin(k; z'),
n=1
kz: kg_kga p= \/(Z_zl)2+(y_yl)27

(15b)

La otra alternativa (que puede extenderse direc-
tamente a un caso multicapa) define la direccion de
propagacion z en la direccién normal a las placas
(Fig. 3b). En este altimo caso tenemos un medio
infinito terminado por dos placas paralelas, y por
tanto la expansion de los campos se hace en funcién
de un espectro continuo de modos radiales, y que
da lugar a la ya conocida integral de Sommerfeld:

G (o) = [ itk o)1y Gy

V(e —2")?

p= + -y (16)

El problema de la evaluacion eficiente de la inte-
gral en (16) ha sido tratado con detalle en trabajos
anteriores [6], [7]. Ahora, con la técnica desarrol-
lada en el presente trabajo, podemos intentar la

evaluacion eficiente de la ecuacién (15).



Como ejemplo se presenta en la Fig. 4 el error
numérico obtenido cuando se emplea la suma por
partes para la evaluacion de la serie en (15), en
funcién del ntmero de términos correctores toma-
dos, y para un orden del resto de N = 36. Puede
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Fig. 4. Error relativo obtenido con la nueva suma por

partes, en funcién del nimero de términos correctores.
h =19.05 mm, £ = 3 mm, 2’ =5 mm, f = 20 GHz.

observarse que con tan solo 6 iteraciones el error
relativo es de 0.01%, demostrando la efectividad
de la nueva técnica. Finalmente la Fig. 5 presenta
la funcién de Green para el potencial eléctrico es-
calar obtenido con la ecuacion (15), y la Fig. 6 la
funcién de Green correspondiente pero para el po-
tencial vector magnético, obtenida con una expre-
si6n similar a la (15) (solo cambiando senos por
cosenos). Estos resultados estan comparados con
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Fig. 5. Potencial escalar eléctrico obtenido con la técnica
novedosa y con la técnica tradicional de Sommerfeld,
para las posiciones A y B de fuente de la Fig. 3. f =
45 GHz, h = 19.05 mm.

los obtenidos con la formulacién de Sommerfeld es-
tandar. Puede observarse que la precisién obtenida,
con el nuevo algoritmo es casi perfecta.
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Fig. 6. Potencial vector magnético para el mismo caso que
en Fig. 5.

V. CONCLUSIONES

En esta contribucién hemos presentado una téc-
nica nueva y eficiente para la aceleracion de la con-
vergencia numérica de toda una clase se series que
aparecen con frecuencia en problemas electromag-
néticos. La técnica puede ser vista como la apli-
cacién de la integracion por partes a secuencias
discretas, por lo que le hemos dado el nombre de
"suma, por partes".

La técnica ha sido aplicada primeramente a la
evaluaciéon numérica de un ejemplo canénico, y
ha demostrado que efectivamente la convergencia
mejora considerablemente. Finalmente la técnica
se ha aplicado con éxito a un problema electro-
magnético real como es el cilculo numérico de la
funcién de Green en una guia de placas paralelas.
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