ESTIMACI ON BAYESIANA DE SENALES CAOTICAS GENERADAS POR MAPAS PWL
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Resumen—Las sdiales caticas son potencialmente atractivas en muchas apli-
caciones de procesado de Bal. En esta comunicadn se presentan estimado-
res Bayesianos —tanto raximo a posteriori (MAP) como de mimo error cua-
dratico medio (MS)— de secuencias Gticas generadas por mapas lineales a tra-
mos (PWL) en presencia de ruido blanco. Las simulaciones realizadas confirman
que la incorporacion del conocimientoa priori de las distribuciones mejora el
comportamiento del estimador de naxima verosimilitud (ML).

|. INTRODUCCION

AS saiales caticas —secuencias generadas por un sis-

tema dirdmico no lineal en estado @@o— pueden
proporcionar nuevos mecanismos para elrthsde sistemas
de comunicadh y detecah remota [1]. En esta comunica-
cion estudiamos la estimaci de seales caticas generadas
mediante la iteraont de mapas PWL unidimensionales [2]
en presencia de ruido blanco gaussiano.

Existen diversos algoritmos para la estinmscile seales
cadticas, generalmente softimos. En [3] y [4] se utilizan
métodos basados en la comaxgntre la secuencia simlixa
asociada a una sal catica particular y su condioii ini-
cial. En [5] se propone un etddo basado en programai”
dindmica. En [6] se presenta el estimador ML paréeet
map, un tipo particular de mapas PWL, y en [7] se generali-
za a todos los mapas PWL. En [8] se presenta un estimador
Bayesiano para sales caficas generadas por &ht map.

En esta comunicaeii presentamos la generalizatide [8]
a mapas PWL arbitrarios.

[I. DINAMICA SIMBOLICA DE LOS MAPAS PWL

Si se divide el intervald0, 1] en M subintervalos con-
vexos disjuntod?;, i = 1,..., M, puede definirse el mapa
PWL F :[0,1] — [0,1] como

F(z)=ax +b;, siz€ E;,
siendoa; y b; constantes conocidas. Si se itera una condi-
cion inicial desconocida[0] € [0,1] seginz[n] = F(z[n —
1]) puede generarse unasé Cavtica.

Para una s#ll castica de longitudV + 1 se define su se-
cuencia simblica asociada —itinerario— como la secuen-
cia de N simboloss = {s[0], s[1],...,s[N — 1]}; donde
s[k] =i si F*(z[0]) € E; y F* es el resultado de la com-
posicon funcionalk-ésima deF’. DefinimosSy como el
mapa gue asocia una condigiinicial en[0,1] a su itinera-
rio correspondiente de longitud.

En base a los itinerarios puede definirse otra partidel
espacio de fase: dada una secuenciagiicds ; definimos
R; ={z €]0,1] : Sn(z) = s;}. Todos los puntos del es-
pacio de fase pertenecen a unoojosiino de estos conjun-
tos, verifi@ndose que si los conjunt@s son convexos los
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R; también lo son [9]. El mimero de regione® ; cumple
P < MV, verificandose la igualdad cuando todas las se-
cuencias simtblicas son posibles.
Dada una condioh inicial z[0] y su itinerario asociado
s = Sy (x[0]), la composiah k-ésima deF’ es

k—1
1+ Z ALRb g1,
=0
k

conAYF =1y ALK = [T*2L  ay. Si definimos la fun-
cion indicadory ; (x) que valga uno st € R; y cero en caso
contrario, podemos ponét* (z) = Z] L X (@) FL ().

E STIMACION BAYESIANA DE SECUENCIAS
GENERADAS POR MAPASPWL

F ([0]) = Ag* [0 1)

El modelo materatico del problema es el siguiente: dada
la secuencig[n] = z[n]+w[n],n =0,1,...,N, dondez[n]
se genera iterando el mapa PWL sobre alguna cadiai-
cial z[0] desconocida yv[n] es ruido blanco Gaussiano de
media cero y varianza?, se pretende estimar la condini’
inicial z[0].

Como densidad priori de z[0] proponemos utilizar una
aproximaodh escalonada de la densidad invariante asociada
al mapa PWLp(z[0]) = 57", p;x;(«[0]). En muchos ca-
sos, como los mapas de Markov, existen expresiones cerra-
das para estas densidaged2]; en caso contrario pueden
estimarse a partir de secuencias suficientemente largas.

Para calcular la densidaposteriori p(z[0]]y), siendo
y = {y[0],y[1],...,y[N]} una colecah de variables aleato-
rias Gaussianas independientes con la misma varianza, par-
timos de la densidad condicional

S (ylk] — F’“(m[m»j
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p(y|z[0]) = yexp l—

cony = 1/(v/2mo)N+1. Utilizando (1), podemos poner

p(y|=[0]) 'VZXJ ) exp {—w] ,
con
Jj([0]) = Y _(y[k] — F («[0]))*. (2

k=0

Una vez conocida(y|z[0]), aplicando la regla de Bayes,

P
pal0lly) = K Y pystalo) esp |75 .



siendoK una constante de normalizani” En cada regii
R;, (2) es una funadih cuadatica enz[0], cuyo mhimo es

N k—1
> (ym .S Asﬁbwl”) e
3'3[0] — k=0 =0
J % (Akzk)2 )
k=0 ’

con lo que

-
p(z[0]ly) = KZ q;x; (x[0]) exp | —

2 _ 2
}, g =0

donde
J3(@,0)) -

qj = pjexp {— 52

J R: 20‘?

J

La funciébn densidad de probabilidad condicional esta
compuesta poP Gaussianas truncadas ponderadas por los
coeficientes. El mximo de cada Gaussiana viene dado
por la estima@h ML para un itinerario conociddy,, [0] =
min(RY, max(R},#;[0])), siendoR’; y RY los extremos in-
ferior y superior de la regii R ;. El estimador MAP se ob-
tiene a partir del ML coma:map[0] = &, [0], con

T (i3, [0]

= , P.

m = argmax{ p; exp | — j=1,...,
J

El estimador MS es la media de la densidgmbsteriori
P
ms[0] = K;%Bj &;[0] - 5-

dondeé; = #;]0] — d; es el desplazamiento de cada estima-
cion desde el punto medi@{) de la regbh asociada, con
anchuraj;, y

. E AL /2)2 Fo4AL/9)2
016 = exp | <2 | oy |-G

IV. RESULTADOS NUMERICOS
El procedimiento anterior se ha aplicado a la estioraci’

de secuencias generadas por el mapa de Markov de la figura

l1cona=0.9y N =6.
f(x)

a T
Figura 1: mapa de Markov cal/ = 2.

Utilizando la densidad priori del mapa [2] se han obteni-
do mil condiciones iniciales[0], generanda;[n] para cada
una. Para cada secuengja] se han construido mil secuen-
cias ruidosag[n] por cada valor de SNR. En la siguiente
tabla se muestra el error cuatico medio (MSE) obtenido
con los tres estimadores

sNR | 10 15 20 25 30 45
-MSE | ML 18.2130.1|40.0| 479|549 |73.1
@) | map | 20.7 | 31.1| 40.6 | 48.2 | 55.1 | 73.2

ms | 20.8|33.0|41.9|49.4|55.9|73.3

En la figura 2 se muestra un ejemplo del comportamien-
to de los tres estimadores para una coruidiicial dada
(x[0] = 0.83). Para cada SNR se han simulado mitae3
ruidosagy[n] y se ha calculado el MSE promedio.
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Figura 2: MSE de ML), MAP (x), y MS (o) frente a Imite de Cramer-Rao.

V. CONCLUSIONES

Se han desarrollado estimadores Bayesianos para un tipo
de seiales caficas generadas mediante la itecsicdle ma-
pas PWL y observadas en presencia de ruido blanco Gaus-
siano. Se ha obtenido una expmesterrada para la densi-
dad condicional de la condmi’inicial a partir del itinerario.
Utilizando la densidad invariante del mapa como densidad
priori se ha obtenido la densidadposteriori mediante la
regla de Bayes. Los estimadores Bayesianos obtenidos me-
joran el comportamiento del deaxitna verosimilitud para
bajas relaciones mal-ruido.
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