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Resumen—Las sẽnales cáoticas son potencialmente atractivas en muchas apli-
caciones de procesado de señal. En esta comunicacíon se presentan estimado-
res Bayesianos —tanto ḿaximo a posteriori (MAP) como de mı́nimo error cua-
dr ático medio (MS)— de secuencias caóticas generadas por mapas lineales a tra-
mos (PWL) en presencia de ruido blanco. Las simulaciones realizadas confirman
que la incorporación del conocimientoa priori de las distribuciones mejora el
comportamiento del estimador de ḿaxima verosimilitud (ML).

I. I NTRODUCCIÓN

L
AS señales ca´oticas —secuencias generadas por un sis-
tema dinámico no lineal en estado ca´otico— pueden

proporcionar nuevos mecanismos para el dise˜no de sistemas
de comunicaci´on y detecci´on remota [1]. En esta comunica-
ción estudiamos la estimaci´on de se˜nales ca´oticas generadas
mediante la iteraci´on de mapas PWL unidimensionales [2]
en presencia de ruido blanco gaussiano.

Existen diversos algoritmos para la estimaci´on de se˜nales
caóticas, generalmente sub´optimos. En [3] y [4] se utilizan
métodos basados en la conexi´on entre la secuencia simb´olica
asociada a una se˜nal caótica particular y su condici´on ini-
cial. En [5] se propone un m´etodo basado en programaci´on
dinámica. En [6] se presenta el estimador ML para eltent
map, un tipo particular de mapas PWL, y en [7] se generali-
za a todos los mapas PWL. En [8] se presenta un estimador
Bayesiano para se˜nales ca´oticas generadas por eltent map.
En esta comunicaci´on presentamos la generalizaci´on de [8]
a mapas PWL arbitrarios.

II. D INÁMICA SIMB ÓLICA DE LOS MAPAS PWL

Si se divide el intervalo[0; 1] enM subintervalos con-
vexos disjuntosEi, i = 1; : : : ;M , puede definirse el mapa
PWL F : [0;1]! [0;1] como

F (x) = aix+ bi; si x 2 Ei;

siendoai y bi constantes conocidas. Si se itera una condi-
ción inicial desconocidax[0] 2 [0;1] segúnx[n] = F (x[n�
1]) puede generarse una se˜nal caótica.

Para una se˜nal caótica de longitudN +1 se define su se-
cuencia simb´olica asociada —itinerario— como la secuen-
cia deN sı́mbolos s = fs[0]; s[1]; : : : ; s[N � 1]g; donde
s[k] = i si F k(x[0]) 2 Ei y F

k es el resultado de la com-
posición funcionalk-ésima deF . DefinimosSN como el
mapa que asocia una condici´on inicial en[0;1] a su itinera-
rio correspondiente de longitudN .

En base a los itinerarios puede definirse otra partici´on del
espacio de fase: dada una secuencia simb´olica sj definimos
Rj = fx 2 [0;1] : SN (x) = sjg. Todos los puntos del es-
pacio de fase pertenecen a uno y s´olo uno de estos conjun-
tos, verificándose que si los conjuntosEi son convexos los

Rj también lo son [9]. El n´umero de regionesR j cumple
P � M

N , verificándose la igualdad cuando todas las se-
cuencias simb´olicas son posibles.

Dada una condici´on inicial x[0] y su itinerario asociado
s= SN (x[0]), la composici´onk-ésima deF es

F
k
s
(x[0]) = A

k;k
s

x[0] +

k�1X
l=0

A
l;k
s
bs[k�1�l]; (1)

conA0;k
s

= 1 y A
l;k
s

=
Qk�1

n=k�l as[n]. Si definimos la fun-
ción indicador�j(x) que valga uno six 2 Rj y cero en caso
contrario, podemos ponerF k(x) =

PP

j=1�j(x)F
k
sj
(x).

III. E STIMACI ÓN BAYESIANA DE SECUENCIAS

GENERADAS POR MAPASPWL

El modelo matem´atico del problema es el siguiente: dada
la secuenciay[n] = x[n]+w[n],n= 0;1; : : : ;N , dondex[n]
se genera iterando el mapa PWL sobre alguna condici´on ini-
cial x[0] desconocida yw[n] es ruido blanco Gaussiano de
media cero y varianza�2, se pretende estimar la condici´on
inicial x[0].

Como densidada priori dex[0] proponemos utilizar una
aproximación escalonada de la densidad invariante asociada
al mapa PWLp(x[0]) =

PP

j=1 pj�j(x[0]). En muchos ca-
sos, como los mapas de Markov, existen expresiones cerra-
das para estas densidadespj [2]; en caso contrario pueden
estimarse a partir de secuencias suficientemente largas.

Para calcular la densidada posteriori p(x[0]jy), siendo
y = fy[0];y[1]; : : : ;y[N ]g una colecci´on de variables aleato-
rias Gaussianas independientes con la misma varianza, par-
timos de la densidad condicional

p(yjx[0]) = 
 exp

"
�
PN

k=0(y[k]� F
k(x[0]))2

2�2

#
;

con
 = 1=(
p
2��)N+1. Utilizando (1), podemos poner

p(yjx[0]) = 


PX
j=1

�j(x[0]) exp

�
�Jj(x[0])

2�2

�
;

con

Jj(x[0]) =

NX
k=0

(y[k]� F
k
sj
(x[0]))2: (2)

Una vez conocidap(yjx[0]), aplicando la regla de Bayes,

p(x[0]jy) = K

PX
j=1

pj�j(x[0]) exp

�
�Jj(x[0])

2�2

�
;

1



siendoK una constante de normalizaci´on. En cada regi´on
Rj , (2) es una funci´on cuadrática enx[0], cuyo mı́nimo es

x̂j [0] =

NP
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con lo que
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donde

qj = pj exp

�
�Jj(x̂j [0])

2�2

�
; �

2
j = �

2

 
NX
k=0

�
A
k;k
sj

�2!�1
:

Integrandop(x[0]jy) se obtieneK�1 =
PP

j=1 pjBj , con

Bj =

Z
Rj

exp

"
� (x[0]� x̂j [0])

2

2�2j

#
dx[0]:

La función densidad de probabilidad condicional esta
compuesta porP Gaussianas truncadas ponderadas por los
coeficientes. El m´aximo de cada Gaussiana viene dado
por la estimaci´on ML para un itinerario conocidôx jML [0] =
min(Ru

j ;max(Rl
j ; x̂j [0])), siendoRl

j y Ru
j los extremos in-

ferior y superior de la regi´onRj . El estimador MAP se ob-
tiene a partir del ML comôxMAP[0] = x̂

m
ML [0], con

m = argmax
j

(
pj exp

"
�J(x̂jML [0]

2�2

#)
; j = 1; : : : ; P:

El estimador MS es la media de la densidada posteriori

x̂MS[0] = K
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j=1
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donde�̂j = x̂j [0]� dj es el desplazamiento de cada estima-
ción desde el punto medio (dj) de la región asociada, con
anchura�j , y

g(�̂j) = exp
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IV. RESULTADOS NUMÉRICOS

El procedimiento anterior se ha aplicado a la estimaci´on
de secuencias generadas por el mapa de Markov de la figura
1 cona= 0:9 y N = 6.

a 1 x

a

1

f(x)

Figura 1: mapa de Markov conM = 2.

Utilizando la densidada priori del mapa [2] se han obteni-
do mil condiciones inicialesx[0], generandox[n] para cada
una. Para cada secuenciax[n] se han construido mil secuen-
cias ruidosasy[n] por cada valor de SNR. En la siguiente
tabla se muestra el error cuadr´atico medio (MSE) obtenido
con los tres estimadores

SNR 10 15 20 25 30 45
-MSE ML 18.2 30.1 40.0 47.9 54.9 73.1
(dB) MAP 20.7 31.1 40.6 48.2 55.1 73.2

MS 20.8 33.0 41.9 49.4 55.9 73.3

En la figura 2 se muestra un ejemplo del comportamien-
to de los tres estimadores para una condici´on inicial dada
(x[0] = 0:83). Para cada SNR se han simulado mil se˜nales
ruidosasy[n] y se ha calculado el MSE promedio.
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Figura 2: MSE de ML (�), MAP (�), y MS (Æ) frente a ĺımite de Cramer-Rao.

V. CONCLUSIONES

Se han desarrollado estimadores Bayesianos para un tipo
de se˜nales ca´oticas generadas mediante la iteraci´on de ma-
pas PWL y observadas en presencia de ruido blanco Gaus-
siano. Se ha obtenido una expresi´on cerrada para la densi-
dad condicional de la condici´on inicial a partir del itinerario.
Utilizando la densidad invariante del mapa como densidada
priori se ha obtenido la densidada posteriori mediante la
regla de Bayes. Los estimadores Bayesianos obtenidos me-
joran el comportamiento del de m´axima verosimilitud para
bajas relaciones se˜nal-ruido.
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