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Abstract den 3,R?3 viene dado por

The third-order version of Nédélec's first family of curl- a1 + axx + azy + ayz
conforming elements over simplices is presented. Fol-R3 = { by + box + bgy + byz +
lowing the definition of the element given by Nédélec, the c1 + T + c3y + ¢4z

third-order vector basis functions are deduced. The elg-
ments thus obtained exhibit some important differenc
with respect to other higher-order curl-conforming ele
ments appeared in the literature. Among other features,
the proposed third-order curl-conforming finite elemenf +Da%y — Ey3 — F23 + Ga?2 + Jy?z + K22z
leads to better conditioned Finite Element Method (FEM) —Da3 + Ey?z — Hz3 + Iy?z — Ja2y + L2y S+
matrices. +F2%0 — Ga3 + H2%y — Iy — K22z — Ly?z

a5m2 + a6y2 + a7z2 + agxry + agxrz + aipyz
bsx? + bey? + br2? + bgxy + boxz + bioyz +
c5x2 + 06y2 + 0722 + C8TY + CoxZ + C10YZ

+Mzxyz — Oy’z + Py’z — Qz%y + R2%y
—~Max%z + N2%z + Oxyz — Rz%x (1)

1 Introduccién _Na%y— Pz + Quy>

Los elementos curl-conformes han demostrado ser los , la eleccién d i . Rfe

adecuados para la discretizacion del campo electromag- otese que la eleccion de un polinomio vecto

nético con el Método de los Elementos Finitos (MEF plica fijar 45 coeficientes independientes. Por tanto, la
N : 3 .

Entre los elementos curl-conformes cabe distinguir los |énben3|0n dex” ?2@45 yel gumero dt;gl y4d5e fénc'?nes

orden completo y los de orden mixto propuestos por Ne= §§e vectoria o €ER s tam |er] -Ene CaS(,)

délec en [1]. La definicion dada en [1] es excesivamé el triangulo es facil deducir que el nimero es 15 (s6lo

te abstracta y no es directamente implementable, lo @%sten dos componentes y términos eoay). El paso

ha dado lugar a diversas implementaciones que, si b ég]men_te es e'eg” 45 polinomios vectoreskl%lmeal- i
proporcionan aproximaciones de orden mixto, no sigug}?me independientes. Ello se hace a partlr de_ Ia_s defi-
rigurosamente la definicion dada en [1]. En la preselﬂ@'f)nes deg.l. que se presentan e_n_e_l ,parrafo siguiente.
comunicacién se presenta la implementacion rigurosa Eél |mporta_nte resaltar que la definicion de b del
elemento de Nédélec de tercer grado. Es importante $&2MeNto (ignorada por algunos autores) es fundamental

saltar que éste presenta diferencias cualitativas respecetB éa comprension de.como deben Imponerse l‘_"‘,s condi-
ciones de contorno, e igualmente, permite simplificar los

los elementos de orden inferior de la familia ([2], [3], [4])- | as funci de b il bii
propuesta por los autores. Igualmente, el elemento qu@ggtproces_os. as funciones de base VE.'\CtO”a €S s€ 0 tie-
imponiendo el caracter interpolatorio de las mismas

presenta posee importantes diferencias respectoalosré?é‘- de la definicién de lag decir. i iend
mentos de tercer grado propuestos por otros autores; e ecto de la definicion de 05, €S decir, Imponiendo
relacioneg; (N ;) = d;5, (i = 1...45), dondey; se

otras, un mejor condicionamiento de las matricesaqueﬂ? e . . .
lugar refiere ali-ésimo funcional definido como élésimog.|.

del elemento. De este modo, la unisolvencia del elemen-
to [1] implica que las funciones de base obtenidas son

linealmente independientes. Notese queV,) = d;;
2 ElElemento de Tercer Grado constituye para cada funcién de base un sistema de 45

La definicidn de elemento finito de [1] viene dada en t(%cuacmnes con los 45 coeficientes de (1) como incogni-

minos de un dominio, un espacio de funciones y unos gra:

dos de libertadd.l.) como funcionales lineales sobre el La definicion de los grados de libertad del elemento
; . ) - de Nédélec de tercer orden es la siguieriteqg.l. aso-
espacio de funciones. A continuacion se hace la presen- . g
S : Clados a las 6 aristas del tetraedsog(l. por arista) de-
tacion del elemento en el contexto 3D, es decir, para

) o : inidos como/ . (- 7)qdl, Vq € P, 24 g.l. asocia-
- edge ' ' ..
e, L8 Balcaeacn s i <ar e S5 Ml alas 4 card tl e, porcare) e
?elemento triangulaf) P comofface(ﬁ x ) - qds, ¥q € (P1)?,y 3 g.l. asocia-
: . . dos al volumen del tetraedro definidos cofad - 7)d<2,
El espacio de funciones se den@®4 y esta formado _,~ 3 - ESALA L
. . : Vg € (P)°, dondeu denota al vector incognita (tipica-
por los polinomios vectores de ordgmjue satisfacen las f o " :
. - - mente campo eléctrico o magnéticly, )" al espacio de
denominadasondiciones de Nédéle&n el caso de or- . ; . : . :
polinomios de ordek enn-dimensionesst al vector uni-
*Este trabajo ha sido financiado en parte por el proyecto CYCH®rio en la direccion de la arista, 7y al vector L.“'“tano
TIC99-1172-C02-01 normal a la cara. En el caso del elemento triangular se




Figura 2: Ejemplo de funciones de base de arista y de cara —
componente tangencial a la cara—

Figura 1: Tetraedro de tercer grado (elemento de referencia)

tienen 9g.l. asociados a las aristas 3. por arista) y 6
g.l. asociados al area del triangutpl( internos).

Nétese que las definiciones gé. anteriores no son di-
rectamente implementables. La implementacion practica
de dichogy.l. pasa por la eleccién de bases para cada uno
de los espacio®s, (P1)?, (P,)3, lo que implica la elec-
cion de 2 y 3 direcciones para los vectoges (P;)?y
q € (Py)?, respectivamente, y la eleccion de bases de po-
linomios escalares (monomios, polinomios de Lagrange,
etc). De este modo, la definicion de. se hace finalmen-
te en términos denomentosobre la componentes de
oportunas. Notese que lgd. asociados al volumen no
estan presentes en los elementos de grado inferiora 3 y
que losg.l. asociados a las caras en el caso del elemento
de tercer grado son momentos de hasta orden 1 (de orden
0 en el elemento de segundo grado). Por ultimo, hay que

. - ntre los autovalores maximo y minimo de la matriz. Co-
destacar que log.l. de las aristas pueden definirse en ba- y

: . m rvaen | la, el numer ndicionamien
se al valor de la componente detangencial a éstas en 0se observa en la tabla, el nimero de condicionamiento

ciertos puntos (nodos), es decir, en base|go- 7). correspondiente al elemento de tercer grado propuesto en

. . sta comunicacioén es un orden de magnitud menor que el
La Figura 1 muestra el elemento de referencia del £ 9 q

los otros elementos de tercer grado comparados. Este
traedro de tercer grado que se presenta en esta Comm%ﬁor ndmero de condicionamie?lto tiene ccr))nsecuencias
cacion. Corresponde a la eleccion de direcciones orto%(L)fméricas beneficiosas en la etapa de resolucién del siste
nales para los vectorgse (P1)?y g € (Py)? y nodos P

de las aristas en los puntos de Gauss-Legendre de égﬁgs(.je. ecu§1C|or_1e_s aque da lugar el MEF' permitiendo un
alisis més eficiente de las complejas estructuras y dis-

El elemento de referencia del triangulo de tercer grado%% . . A

obtiene considerando una cara cualquiera del tetraedrg.os't'vos de microondas y ondas milimétricas actuales.
En la Figura 2 se muestran los dibujos de una funcion .

de arista y otra de cara, en donde se ha consideradﬂﬁferenCIaS

también para los resultados pOSterioreS_) u_na b_as_e de haj. C. Nédélec. “Mixed Finite Elements iR3.” Numerische Mat-

grange parg € (P;)2. Se han elegido dibujos bidimen- " hematik 35:315-341, 1980.

sionales por claridad; en concreto, se representa la CQIN+. Blanc-Castillo, M. Salazar-Palma, y L. E. Garcia-Castillo. “Li-

ponente tangencial a la cafa= 0. De este modo, los near and Second Order Edge-Lagrange Finite Elements for Effi-

dibujos son ejemplos también de los dos tipOS de funcio- cient Analysis of Waveguiding Structures with Curved Contours.”

. . , 25th European Micr. Confpp. 444-448. Sep. 1995.
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Figura 3: Ejemplo de funcion de base de volumai)

EL. propuesto 2380
El [5] 24986
El. [6] 17270
El [7] 51121

Tabla 1: Nimeros de condicionamiento



