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Abstract

The third-order version of Nédélec’s first family of curl-
conforming elements over simplices is presented. Fol-
lowing the definition of the element given by Nédélec, the
third-order vector basis functions are deduced. The ele-
ments thus obtained exhibit some important differences
with respect to other higher-order curl-conforming ele-
ments appeared in the literature. Among other features,
the proposed third-order curl-conforming finite element
leads to better conditioned Finite Element Method (FEM)
matrices.

1 Introducción

Los elementos curl-conformes han demostrado ser los
adecuados para la discretización del campo electromag-
nético con el Método de los Elementos Finitos (MEF).
Entre los elementos curl-conformes cabe distinguir los de
orden completo y los de orden mixto propuestos por Né-
délec en [1]. La definición dada en [1] es excesivamen-
te abstracta y no es directamente implementable, lo que
ha dado lugar a diversas implementaciones que, si bien
proporcionan aproximaciones de orden mixto, no siguen
rigurosamente la definición dada en [1]. En la presente
comunicación se presenta la implementación rigurosa del
elemento de Nédélec de tercer grado. Es importante re-
saltar que éste presenta diferencias cualitativas respecto a
los elementos de orden inferior de la familia ([2], [3], [4]).
propuesta por los autores. Igualmente, el elemento que se
presenta posee importantes diferencias respecto a los ele-
mentos de tercer grado propuestos por otros autores; entre
otras, un mejor condicionamiento de las matrices a que da
lugar.

2 El Elemento de Tercer Grado

La definición de elemento finito de [1] viene dada en tér-
minos de un dominio, un espacio de funciones y unos gra-
dos de libertad (g.l.) como funcionales lineales sobre el
espacio de funciones. A continuación se hace la presen-
tación del elemento en el contexto 3D, es decir, para el
tetraedro. La particularización a una cara de éste pro-
porciona las correspondencias oportunas con el caso 2D
(elemento triangular).

El espacio de funciones se denotaRk y está formado
por los polinomios vectores de ordenk que satisfacen las
denominadascondiciones de Nédélec. En el caso de or-
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den 3,R3 viene dado por

R3 ≡

 a1 + a2x+ a3y + a4z
b1 + b2x+ b3y + b4z
c1 + c2x+ c3y + c4z

 +

 a5x
2 + a6y

2 + a7z
2 + a8xy + a9xz + a10yz

b5x
2 + b6y

2 + b7z
2 + b8xy + b9xz + b10yz

c5x
2 + c6y

2 + c7z
2 + c8xy + c9xz + c10yz

 +

 +Dx2y − Ey3 − Fz3 +Gx2z + Jy2x+Kz2x
−Dx3 + Ey2x−Hz3 + Iy2z − Jx2y + Lz2y
+Fz2x−Gx3 +Hz2y − Iy3 −Kx2z − Ly2z

+

 +Mxyz −Oy2z + Py2z −Qz2y +Rz2y
−Mx2z +Nx2z +Oxyz −Rz2x
−Nx2y − Py2x+Qxyz

 (1)

Nótese que la elección de un polinomio vector deR3

implica fijar 45 coeficientes independientes. Por tanto, la
dimensión deR3 es 45 y el numero deg.l. y de funciones
de base vectoriales̄N j ∈ R3 es también 45. En el caso
del triángulo es fácil deducir que el número es 15 (sólo
existen dos componentes y términos conx e y). El paso
siguiente es elegir 45 polinomios vectores deR3 lineal-
mente independientes. Ello se hace a partir de las defi-
niciones deg.l. que se presentan en el párrafo siguiente.
Es importante resaltar que la definición de losg.l. del
elemento (ignorada por algunos autores) es fundamental
en la comprensión de cómo deben imponerse las condi-
ciones de contorno, e igualmente, permite simplificar los
postprocesos. Las funciones de base vectoriales se obtie-
nen imponiendo el carácter interpolatorio de las mismas
respecto de la definición de losg.l., es decir, imponiendo
las relacionesgi(N̄ j) = δij , (i = 1 . . . 45), dondegi se
refiere ali-ésimo funcional definido como eli-ésimog.l.
del elemento. De este modo, la unisolvencia del elemen-
to [1] implica que las funciones de base obtenidas son
linealmente independientes. Nótese quegi(N̄ j) = δij
constituye para cada función de base un sistema de 45
ecuaciones con los 45 coeficientes de (1) como incógni-
tas.

La definición de los grados de libertad del elemento
de Nédélec de tercer orden es la siguiente:18 g.l. aso-
ciados a las 6 aristas del tetraedro (3 g.l. por arista) de-
finidos como

∫
edge

(ū · τ̂)qdl, ∀q ∈ P2, 24 g.l. asocia-
dos a las 4 caras del tetraedro (6 g.l. por cara) definidos
como

∫
face

(n̂ × ū) · q̄ds, ∀q̄ ∈ (P1)2, y 3 g.l. asocia-

dos al volumen del tetraedro definidos como
∫

Ω
(ū · q̄)dΩ,

∀q̄ ∈ (P0)3, dondeū denota al vector incógnita (típica-
mente campo eléctrico o magnético),(Pk)n al espacio de
polinomios de ordenk enn-dimensiones,̂τ al vector uni-
tario en la dirección de la arista, ŷn al vector unitario
normal a la cara. En el caso del elemento triangular se
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Figura 1: Tetraedro de tercer grado (elemento de referencia)

tienen 9g.l. asociados a las aristas (3g.l. por arista) y 6
g.l. asociados al área del triángulo (g.l. internos).

Nótese que las definiciones deg.l. anteriores no son di-
rectamente implementables. La implementación práctica
de dichosg.l. pasa por la elección de bases para cada uno
de los espaciosP2, (P1)2, (P0)3, lo que implica la elec-
ción de 2 y 3 direcciones para los vectoresq̄ ∈ (P1)2 y
q̄ ∈ (P0)3, respectivamente, y la elección de bases de po-
linomios escalares (monomios, polinomios de Lagrange,
etc). De este modo, la definición deg.l. se hace finalmen-
te en términos demomentossobre la componentes dēu
oportunas. Nótese que losg.l. asociados al volumen no
están presentes en los elementos de grado inferior a 3 y
que losg.l. asociados a las caras en el caso del elemento
de tercer grado son momentos de hasta orden 1 (de orden
0 en el elemento de segundo grado). Por último, hay que
destacar que losg.l. de las aristas pueden definirse en ba-
se al valor de la componente deū tangencial a éstas en
ciertos puntos (nodos), es decir, en base a(ū|nodo · τ̂).

La Figura 1 muestra el elemento de referencia del te-
traedro de tercer grado que se presenta en esta comuni-
cación. Corresponde a la elección de direcciones ortogo-
nales para los vectores̄q ∈ (P1)2 y q̄ ∈ (P0)3 y nodos
de las aristas en los puntos de Gauss-Legendre de éstas.
El elemento de referencia del triángulo de tercer grado se
obtiene considerando una cara cualquiera del tetraedro.

En la Figura 2 se muestran los dibujos de una función
de arista y otra de cara, en donde se ha considerado (y
también para los resultados posteriores) una base de La-
grange parāq ∈ (P1)2. Se han elegido dibujos bidimen-
sionales por claridad; en concreto, se representa la com-
ponente tangencial a la caraζ = 0. De este modo, los
dibujos son ejemplos también de los dos tipos de funcio-
nes de base del elemento triangular (de arista y de área).

3 Resultados y Conclusiones
En la Tabla 1 se muestra una comparación del condicio-
namiento de las funciones de base correspondiente al ele-
mento tetraédrico de tercer grado presentado en esta co-
municación y a otras implementaciones aparecidas en la
literatura. El condicionamiento de las funciones de ba-
se se refiere al número de condicionamiento de la matriz
correspondiente a los productos internos de dichas fun-
ciones en el elemento de referencia. El número de condi-
cionamiento de la matriz se ha definido como la relación
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Figura 2: Ejemplo de funciones de base de arista y de cara —
componente tangencial a la cara—

Figura 3: Ejemplo de función de base de volumen (N̄45)

EL. propuesto 2380
El. [5] 24986
El. [6] 17270
El. [7] 51121

Tabla 1: Números de condicionamiento

entre los autovalores máximo y mínimo de la matriz. Co-
mo se observa en la tabla, el número de condicionamiento
correspondiente al elemento de tercer grado propuesto en
esta comunicación es un orden de magnitud menor que el
de los otros elementos de tercer grado comparados. Este
menor número de condicionamiento tiene consecuencias
numéricas beneficiosas en la etapa de resolución del siste-
ma de ecuaciones a que da lugar el MEF, permitiendo un
análisis más eficiente de las complejas estructuras y dis-
positivos de microondas y ondas milimétricas actuales.
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