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RESUMEN

Las sefiales cadticas, sefiales generadas por un sistema no lineal
en estado cadtico, resultan Utiles para € modelado de muchos
fendmenos naturales. En este articulo se propone € modelado
con una familia de ecuaciones en diferencias de primer orden
cuya autocorrelacion esidéntica ala de un proceso autorregresivo
de primer orden AR(1). Debido a gran coste computaciona y la
inconsistencia del estimador de méaxima verosimilitud (ML) del
modelo se considera un esguema de estimacion subdptimo
dividido en dos partes. estimacién del parametro del mapa, y
estimacion de la secuencia. Las simulaciones realizadas muestran
el buen comportamiento de la alternativa propuesta.

1. INTRODUCCION

Durante los Ultimos afios se esta realizando un gran trabajo en la
aplicacion de la teoria del caos en diversos campos. EI modelado
de series temporal es obtenidas a partir de fendbmenos naturales es
un area en €l que las sefides cadticas pueden resultar de interés
debido a sus caracteristicas. Por jemplo, la extrema dependencia
a las condiciones iniciales dificulta la estimacién de los paré
metros con |0s que se ha generado una sefial cadtica, pero permite
modelar comportamientos andmalos de sefidles reales durante
breves intervalos de tiempo [1]. Se han usado modelos cadticos
con sefiales de voz [1], biomédicas [2], o del ruido coloreado
presente en medidas de radar marino [3].

La aplicacion de model os cadticos depende de la existencia
de una familia de mapas cadticos que permitan modelar un
amplio conjunto de sefidles. Para permitir el modelado cadtico de
cualquier sefial se debe buscar € equivalente cadtico de los
modelos ARMA. Las sefides generadas por mapas linedes a
tramos (PWL) de Markov pueden considerarse modelos ARMA
cadticos debido a su espectro racional [4]. Sin embargo, alin se
desconoce si resulta posible construir procesos ARMA cadticos
para cualquier espectro deseado. Ademas, aungque existe una
expresion cerrada para € estimador ML de la sefiadl con un
parametro conocido para cualquier mapa PWL [5], la estimacién
del parametro se basa alin en métodos subdptimos.

En este articulo se desarrollan estimadores del parametro y
la sefia para una familia de mapas cadticos cuya funcién de
autocorrelacion es idéntica ad modelo AR(1), por lo que se le
puede considerar como el modelo cadtico AR(1). Se considera €l
estimador ML del modelo, pero su elevado coste computaciona y
sSu inconsistencia desaconsgjan su uso. En consecuencia se
propone una aternativa de estimacion en dos pasos. estimacion
del parametro del mapa minimizando el error cuadratico entre

cada pargja de muestras, y estimador ML de la secuencia para €
parametro obtenido de la etapa anterior. Este esquema de
estimacion proporciona un buen resultado con un coste computa
cional razonable.

2. DESCRIPCION DEL MODELO

L as sefiales consideradas se generan iterativamente de acuerdo a
{n+1] = F(qn]) @
donde F(+) en este caso es el skew tent-map
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con O<a<1. Este es un caso particular de un mapa PWL [5] con
dos uUnicos intervalos: E;=[0,a) y E>=[a,1], y parametros a;=1/a,
b,=0, a,=-1/(1-a) y b,=1/(1-a). Mediante esta particion a la sefial
generada de acuerdo a (1) se le puede asociar una secuencia
simbélica o de signos s=5[0] ... {N-1], con gk]=i 0 F™ 1 E.
Este mapa produce secuencias cadticas con una densidad
invariante p(x) uniforme en [0,1], y una autocorrelacién [6]
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con rg=1/12 y c=2a-1 [6]. Por consiguiente, las sefiales cadticas
generadas de acuerdo a (1) usando (2) tienen propiedades
estadisticas equivalentes alas de los modelos AR(2).

3. ESTIMACION DEL MODELO

El problema considerado en este articulo es el de obtener €
model o 6ptimo para una secuencia de datos en ruido

vinj=xnl+wn] n=021..N )

con w[n] ruido aditivo blanco Gaussiano estacionario de media
nulay varianza s2. La obtencién del modelo 6ptimo en el sentido
de maxima verosimilitud (ML) requiere hallar el parametro ay la
condicion inicial x[0] que minimicen [7]

X
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n=0

La Unica solucién conocida de (5) consiste en probar las 2"
combinaciones de signos posibles y estimar a y x[0] para cada
una de ellas. Esta solucion resulta muy costosa computacio-
nalmente, por lo que se considera un esquema de estimacion
basado en la estimacion primero de a, y a continuacion de x[0].
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3.1. Estimacion del parametro

Se puede obtener una estima del pardmetro a minimizando €l
error entre una muestra y la siguiente. De forma vectoria, la
superficie de error aminimizar es[7]

3@ =|0 - 75, 2 =[ed ©)

con s e vector con los signos de y[0]...y[N], E;=z"z la norma al
cuadrado del vector z=[y[1] ... Y[N]]", y d=[d[0] ... d[N-1]]", con
diK]=y[K]+(g[K]-1)(y[k+1]-1). El estimador de minimos cuadrados
(LS) es aguel que minimiza (6) para una de las 2" posibles
combinaciones de signos. Sin embargo, en una situacion de SNR
moderada-alta resulta razonable considerar sdlo los N+2
itinerarios posibles obtenidos ordenando las muestras disponibles
y dividiéndolas en dos conjuntos continuos. Asi obtenemos €l
estimador HCL S (“Hard-Censoring” LS), que viene dado por

AhoLs) = B, lZTds (7)

Dado que E no depende de s sdlo debe calcularse una vez,
construir N+2 vectores ds, aplicar (6) en N+2 ocasiones, y
calcular (7) parala secuencia de signos que minimice (6).

3.2. Estimacion dela sefial

Una vez obtenida una estima del pardmetro a se puede aplicar el
estimador ML [5] para obtener la secuencia completa. En este
caso se estima x[N] en lugar de X[0] para evitar la inestabilidad
numérica caracteristica de la generacion de sefides cadticas, por
lo que es necesaria una expresion cerrada para F (")

" n-1 "
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y AJ*=1. Puesto que (8) es una funcion linea en x[N], la
superficie de error resulta cuadratica, y el estimador ML de x[N]
se obtiene directamente derivando (8) e igualando a cero:
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(10)

El resto de la secuencia se obtiene iterando hacia atras usando (8)
con €l pardmetro y la secuencia de signos del apartado anterior.

4. RESULTADOSDE LA SIMULACION

Se harealizado un andlisis de Montecarlo con 1000 simulaciones
para diferentes valores del pardmetro a y relacion sefia a ruido
(SNR) usando una secuencia de 100 muestras con una condicién
inicial aleatoria. En la figura 1 se muestra €l error cuadrético
medio (MSE) para diferentes valores de a y SNR. Los peores
resultados de modelado se dan en los extremos (a=0.1y a=0.9), y

los mejores para a=0.5, aunque el MSE del modelo siempre
mejorala SNR de la sefia original.
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Figural. MSE para diferentesvaloresdeay SNR

5. CONCLUSIONES

En este articulo se ha mostrado un modelo cadtico aternativo a
los modelos AR(1), y se ha desarrollado un esquema de
estimacion del modelo. Se ha considerado €l estimador ML del
modelo, pero su elevado coste computacional e inconsistencia
desaconsgjan su uso. Por tanto se ha planteado un método de
estimacion en dos etapas. estimacién del pardmetro a y la
secuencia de signos (HCLS), y estimacion ML de la secuencia
para € parametro y secuencia de signos anteriores. Este esquema
de estimacion proporciona un buen resultado con un coste
computacional razonable. Entre las futuras lineas de investigacion
se encuentran buscar los modelos AR(p) y ARMA cadticos, y
obtener estimadores para dichos modelos.
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